Lumo Skript

Mathematik 1: Semesterklausur — Aussagenlogik, Mengenlehre, Relationen, Abbildun-
gen, Folgen, Reihen & Potenzreihen — Stoff der Semesterklausur (1. Prtfungsteil)
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Erstellt fur den personlichen Gebrauch. Bitte nicht ohne Erlaubnis weiterverbreiten.
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Kapitel 1. Aussagenlogik

Jede mathematische Theorie steht und fallt mit der Prazision ihrer Sprache. Bevor wir in Kapitel

2 Uber Mengen und spater Uber Zahlen, Folgen und Reihen sprechen, brauchen wir deshalb

ein Werkzeug, mit dem sich Behauptungen eindeutig formulieren und ihre Wahrheit [tickenlos
begrinden Iasst: die Aussagenlogik. Sie liefert das Vokabular fur jeden Beweis, der in diesem Skript
folgt.

1.1 Aussagen und Wahrheitswerte
Eine Aussage ist ein sprachliches Gebilde, dem eindeutig genau einer der Wahrheitswerte wahr

(w) oder falsch (f) zugeordnet werden kann. 'Es regnet’ ist umgangssprachlich keine Aussage in

diesem Sinn (der Wahrheitswert hangt von Ort und Zeit ab), wohl aber '7 ist eine Primzahl' oder '2

+2=5"
Aussage Wahrheitswert
Ein sprachliches Gebilde, dem genau einer der Der Wert w (wahr) oder f (falsch), den eine Aussage
Wahrheitswerte wahr oder falsch zugeordnet annimmt.

werden kann.

Fragen, Befehle und Ausrufe sind keine Aussagen, da ihnen kein Wahrheitswert zukommt. Aus
einfachen Aussagen lassen sich mit Hilfe von Junktoren komplexere Aussagen zusammensetzen

— das ist der Gegenstand des nachsten Abschnitts.

Beispiel: '23 ist eine ungerade Zahl' ist eine wahre Aussage. 'Jede gerade Zahl gré3er als 2 ist eine
Primzahl' ist eine falsche Aussage (Gegenbeispiel: 4).

1.2 Junktoren und Wahrheitstafeln
Aus Aussagen A, B werden mit Junktoren neue Aussagen gebildet: die Negation -A ('nicht A'), die

Konjunktion A'B ('A und B'), die Disjunktion A (B (‘A oder B', nicht ausschlieRend), die Implikation
A @ ('wenn A, dann B') und die Aquivalenz A @ ('A genau dann, wenn B'). Der Wahrheitswert der
zusammengesetzten Aussage hangt dabei ausschliel3lich von den Wahrheitswerten von A und B

ab und lasst sich in einer Wahrheitstafel vollstandig auflisten.
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Konjunktion A 'B Disjunktion A (B

Wahr genau dann, wenn sowohl A als auch B wahr Wahr genau dann, wenn mindestens eine der bei-
sind. den Aussagen A, Bwabhr ist (nicht-ausschlieBendes
Oder).

Implikation A @
Falsch genau dann, wenn A wahr und B falsch ist;
in allen anderen Fallen wahr.

Besonders gewdhnungsbedurftig ist die Implikation: A @ ist nur dann falsch, wenn A wahr und B
falsch ist. Ist A bereits falsch, so ist A @ automatisch wahr — unabhangig vom Wahrheitswert von

B (‘ex falso quodlibet').

Beispiel: 'Wenn 5 gerade ist, dann ist 3 eine Primzahl' ist als Implikation wahr, obwohl die Pramisse
'5 ist gerade' falsch ist — die Implikation als Ganzes bewertet nur den Zusammenhang, nicht die
einzelnen Bestandeteile.

1.3 Aquivalenzumformungen: De Morgan und Kontraposition
Zwei zusammengesetzte Aussagen heil3en logisch aquivalent, wenn sie unter jeder moglichen

Belegung ihrer Bestandteile denselben Wahrheitswert annehmen — nachweisbar durch den Ver-
gleich der vollstandigen Wahrheitstafeln. Zwei Aquivalenzen werden in fast jedem Beweis dieses

Skripts implizit verwendet.

Kontraposition

Die zu A B logisch &quivalente Aussage -B GA; oft

der einfachere Weg, eine Implikation zu beweisen.
Die Regeln von De Morgan Ubersetzen Negationen von Konjunktionen bzw. Disjunktionen: (A 'B)
©-A) (-B) und —~(A (B) @A) '(-B). Die Kontraposition liefert eine zur Implikation dquivalente, oft

leichter zu zeigende Aussage: A @ ist dquivalent zu (-B) @-A). Ein Beweis 'durch Kontraposition'

nutzt genau diese Aquivalenz.

-(A'B) GA (-B

-(A (B) GA'-B

3¢ Lumo Skript 3/4



3¢ Lumo Skript

(A B) @-B GA)
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